==

P g

.L—. = ‘_*‘—-'

Sykes

M avy ;r'g_u{qp} g Py U gl —»

(13)

3 B8 se demoneirese cll pentru orice enun{ @ axists
By Byyrens HHEI gl enumiurile qlu. agifel fncit

i
= =" At
== 1_14!:)

tnde fiecare ¥4 28te o variabil® proposzi{iopalf sau negnjia u-
nel variabile propozi{ionele pentru l<sm,j = By

4. Peniru orice enunt @ existy m, Aypeae s EX 51 enuntu-
rile @, sstfel fnoft

xS
P A ‘v‘-“u)
! t=1 =l

unde pentra orice l="m, =1, :pij vste o varlnbild propogliio-
nald sau negsiia unei variabile proposifionals,

5. 58 me arate, pentru orice mullime ) de enmniuri, of

‘#lnt schivalente afirmatiile uredicare:

{1}
(11)

L este conaiatenth,
Orice parte finitd a lul 2 este conaistents.

6. 58 se mrste demonsiralis of ariomsle (A 1) = (4 3} ale

siatesulul forsal al enlenlulod proposiitonal cint independente,

TR -

7 e i (& ¥ -
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CAPITOLUL 4

Sistemul formal al ealeululni predicatelor

- lor, este subiectul prezentulul capitol. In primul parmgraf este
" pregentatf construciis eistesului formal al ealeululul pradicate-
“lor gl propristEi{ile sale sintactios.

A1 doilee parsgraf trateasd algebra Lindenbaun-Tarski &
pistemului formnl &l caloululul predicatelor, care este o |1pl:rl
Boole obiinutd prin factorizarea muliisii formulelor printr-o re-

" lntie do schivalenid canonied. Proprietatils sintactics ale als-

tesulul formul se vor reflectn fn propristdii algebrice ale alge-
brat Ldndsnbam-Taraki,

Ultimul parsgraf al ecspitelulei definegie conceptul impor-
tant de model al waul snund 1 conjine demonstraiia leoremel de
pozplotitoding pentru calewlul predicatelor. Aceastd demonsire-
tig eate complet alpebricd, bazindp-se pe proprietafile algebred
Lindenbmm-Taraki gi pe teorems Rasiowa-Slkorski,

.' & "I..|:..dl i

. b

Un a1 doilea sisten formal, acela al caleulului predicate-

Do obicel ealeulul predicatelor este desvoliat pe basza cal-

eululul propoxijioosl la care se adaugl sziomsle specifice. M
preforat =i abordin scest capitol in alih manterd decit ces slee-
8f pantru eapitolul precedent, pentru s avea in fafd dood moduri
demonatraties wmul algebric, ca osl de falf, gi mul pealge-
bric, ca cel din eapitolul precedant.

Von remarcn of acest ultim paragraf eeta doar Inceputul uv-
il domeniv do mare setualitate al logieti! Teorls modelslor.

§ 1, SISTEMUL FORMAL AL CALCULULUI PREDICATELOR
Fie Ao funciie
N —=1

3 ]
W i i C R i |
A b il I -

B T [}

e
Hd'y -.""'.
.




— 0 SRR B R
by "
e T g

£

(1) x =1y, wnde x, y sint variabile oarecars

ol ltﬂ-}t
tmde A eate o oul{ime nevidd, numitd domeniul structurii A gt OBSERVATI®: Aici este punctul unde Incepe =il se vhaerve cd
peniru orice n€l, B este o relajie Aln) - ara (Rca ™2 L, este consbruil astfel Inoft =4 exprime formal propristitile
il - - E
Dpfinktie 2. Dok A = strustort e vie Bt Ateetart gl- tuturor structurilor din class de simileritate 2, . Se vede cf
pllare, lar clasa tuturor 2 - strocturilor se va numi elasd de = warisbilele x, ¥, ®,... vor representa elementels ar-

mimilaritate. 3 bitrars din strooturile consideratas

Nothm ou ?Lulan tuturor A - structuriler. - pentry orice nEN, predlcatul 'E'n eete representares

formald a relatiei Aln) - are R.
Din wuljinen cuvintelor vom selacta submol jimes forwulelor,

pars vor [l cavintele o4 seaa™.

_ Definifia conceptulul de formuld se va fage prin inductle.
-%._nmu. un cuvint ¢ este o formuld dacl satisface una din bﬁni_i-
fiile urnBtoars:

{1} p =ste o formulfl atomicd 4
{2) @ =7, unde Weste o formull §
Pootre orice n€EN, Aln) s¢ va numi (33 @ SWA 20 ‘oes 0 41 o BEn forsite s

(%) Simbolul ' '
vi-ugaltate (4) @ = (I x)W , unde i eate o varlablld gi Y este o for-
f4)  Conectorii 71 g4 A nuld,

(5) Simbolul de cuantificare 3 ,

Flechre: A.: N— 8 11 von nsocis un sisten fornal Ly yhu-

mit sistemul forsal al caleulului predicatalor snooial lul -
Sizbolurile primitive ale lui L, sint urefitoarsle:

(1) 0 mulfime numBrabild ¥ de sisboluri namite Fariabi-
is, notate X, 7, %, O, v, W, ...

(2) 0 muliime nimBrabils de pimbolurl numite predicate:

Pi.' P?‘|I-I' PI'I“"

gradul predisatului P .

Po 1Ingd conectorit 71, A deflinim ursdicril oonectorit

(6) Parantezele: (3,[ ] . ev ¥ =a(19aWw)
Prin simboluri logice vom fntelepe simbolurile 1, A 513 . .' — = AW '
Celelalie simboluri s vor mumi simboluei nelogioe, : ' ] E —— = El"{iw;hL-—'#]""'(%" “'}.ﬁ"{“'ﬂ“ ?)

Un curint va fi un gir finit de simbolurt ale lud L.

U formul stomicd sau glowentard este un cuvint cnre are u- .
oa din formele wraBioare: (¥xig = {3xiy .

Do asenenen, introducen simbolul de cuanéificars ¥ prin:

7 B Zypesssky (py)s unde B eote un predicat de ordi-

S i s R S S

3
i
1_5

e — W W

.
il
g, - it

[

p—

i

s
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Obpervagie: (a) Em.n.uturii'l,n B e R
teac astfel:

T pon §

AoE - gE 5V Baug

it |

inplied; ——=1: gchivalent .

(b} 3 me numegte coantificator exioteniial gi se citsgle
«2xipil®, lar ¥ ss numegte guzntifiontor miversal £l =e citegte

woricars ar fi% sau,,pentru orice®,

Decd intr-o formulf mpare 3%, atuncl x se nmegle waris-

bHA legath sau gusatificsts, O varlabild cars nu gote legntl me
oumegte liberd,

Hai precis, variabilele libere sfnt definiis aatfel

prin
inducties

\a) orice variabilf ce apare fntr-o formula atonicd easts
Tibard ;

dacl x este o variablld Iiberd s lui @ » atmol x aate
o variabild 1iberf a lui < p;

(b}

(e} dach x este o varisbild 1ibers a lug ®oaua lul Y,

alunci x este o variabil®h liberf a 1ul pal ;

(d) ‘decdl 2 este o varlabild 1ibers g lui @ definitd do va-

riablle y, atunci x sate o varishild liberd a lul
iﬂa}mi

0 formuld In eare nu apare oicl o varfabild liberd me  nue
megle enunl. Yom nota cu 2 mul yimea enunfurilor, iar cu P ;olii-
eaa formulelor lui L, .

OBSERVATIE: Peniru a specifica o TpeeessX, 0ot variabile
libers ale wmei formule @, vom notn n:p:'xl....,:nl. Dock avem o
formuls @ix) 91 vy este o alta variabild, atuncl prin @(y) vea fn-
telege formula obtinuta Inlocuind fo plx) tat

P2 X cu ¥ posts
undé apars ¥.

= y— ——— PSS e
.I
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Fasul ursfitor in descrierca sintaxei lui Ly este definirea

teoreselor sale.

Axtomale lut L sfnt formule care au wna din  ursbtoarels
formes

Al :p—-—('-i!—"ﬂ}

A2 [0 = (U —x)]—=[[9=¥)= (3 —x)]
L3 (g—=w)—(v =g)

A 4.
A 5.
A 6.
AT,
i8.
A9,
Alo.
a1,

o AW—=1
P AY—Y

(x—=1) = [(x=¥) = (x=[erw])]

p—=—gvw

G —= p

(o= %)=[(v—x)—([ov¥]— )]
(va)plz) — i (5}

(Y x){gp—W) —(p—(y x)¥), dacd @ nu confine
pe % o8& variabild liberE,

(¥zi{z = x)

l[‘q":'.li"p":l-{x X Sy {:p {:J'—-l:p'[ﬂ]}

- OBSERVATIE: Tn eapitolul precedent, A 1 - A 3 au fost axio-
‘mole sistesulul formal L al caloululul propositional. Se cbearvd
Jl'.'lil fn axiomatizarsa calculului ¢u predicate ce o presentia alci a-
bl prazentate foloseso comectorii A ,V ,7 ,—=. fa m
e reitiu pentru eititor, dupd parcurgeres acestul capitel, rialne
'8 =e arfita ci aistemul de axioms Al - A9 sste schivalent ou siste-
il ds axions prezentat in capitolul precedent.

AlZ.
1%,

Regulils ds Zedvotie ale sistemului formal L, sint armd- -
garele: =y




3—'3%-"’—‘-— (modus ponens) -
— (generalizares)
%zl

E-:_ule d_m:& refguli de deducile se exprind astfel:

godus ponens : W este o congacinifi o lui ¢ gl g —=\y ,
pentru oriee formule @ pi W ale lul Lai |

generalizares: (Yx)g eote n consecints a lef ¢ , unde
9 este o formuls gi x esie ¢ variabils sarecars B luf L.

0 deneristraiis foroels & wmei formula
3 ¢ =sate un gir fini
de formule L

L RN -

utfe.!. Ineft pentru orice i = 1,....n, =i fio verificald von din
conditiile urnttoare:
&J 9y ente o axlops;
b) ' '
existd J, k <1, astfsl fncit Py = t.Pi—" By

e) existh § < {, aptfel fnotit ®y = (Vx) .
B se mumagte lunrines demonstratiel formele ¥y 0 \
paawy a* 1

Dach pentru un anunf tp existi o demonstratie formaln | a-
tmel @ se numegte teorend a siastemvlul formal Lq. Hotiim cutl— g
faptul eb @ ente o teoreas a luoi L. Degy multinen T n tocreme-

lor lui Ly eate obtinuth din axiomele luf 1'1 prin  &plicarea
celor douwll reguly de deductie de mal pms,

Fie E 0 multime d& formule ale 1ug Ls. Epm: o o for-

mula po ' :
Hmiu: este dedusd din pofusele Eﬂa}u exiotl m gir finit de

; Fle e =9 i

ik Y] = e
a_ it :r -"‘—_‘: 1 ';1.'- F L_!. ]

e
estfel fnoft pentru oriee 145 n este vorificatd unn din condifl-
ile urmftoare:
(1 ¢ este o ariomf ;
i) el
(141)  existd §, k <1, astfel tnelt @ =y =0y ;
(¥} exiss j<i, asifel Incit g, = (¥ tpr
Yom notn ou EI—-m faptul ¢ ¢ sate dedusi din i Omcd
L= #, atuncl asts avident of aves
f R
Deci teoremele alnt formulele deduse din ipotesza tiil:.
QBEERVATIE, Duch |— @, atunei Li— g, pentru orice L CF,
.m. Pentru oriee formuld @ , avem
=ie——n)
| Demongtratis. Ummdtornl gir da formule este o demonstrafie
.;a ald & lul p—p 1t
a2 [o— (o —u]—=9)]—=[lo—Jo=u])=(e—9)]
Wy o—([o—0o]—=9)
- an (90— [9—u]—(0—9))
A1) 9 — [o—q] '
HsPa h— @
Lema 2. Penlru orice formula &, W gl 3, avea
==~ [p—~9)—~le—2)]
Desonsteaiie-
(.2 [~ (W—=x)] = [lo—=4)—=(e~=x)]
wn(lo—@=x] = [lo=9—~(0=0])—~
= (¢ (fo-= (=] ~fle~ = =1}

| -

— =
e

- -
L] ]

[

T

-~
"

[

o
Rl

. _:‘_:_1.'["!5*-‘1-‘.‘

il i

-
h! - Ty
i

==

- -

et e Sttt

.==.:I'.
e

i ]
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Lema 5. Pentru orice formuld @ (x,y) & lul L, avem b

IR =

b (U= =([o~@=x]—[o=¥) = (o~2)]) .
ta-2) (=) = ([ = (= )] [lo— w)~ (6 —)])) —

~ (0=~ [~ ]] = [ ~[lo=}~Ge=]
np. (W= =[o- 0] [ =)= [(o—9) (5~ :-:H]
(4 1} (W)= [p—= (W]
npe (W) =[(0=¥) ~(p~2)]

=%z 3 g {x,0) — (¥ y)(¥ x) @ ix,7) .

Demgnstratie. Conform A 9, avem ! '
Yz (v y) gplx,y)— (¥ ¥l g lx,y) g
(¥ y) glz,y) — 9la.7)

Lenn 4, (h) ne spuma cfl

Lema 3. Pentru orice formule @, W aven:

=9 — (g~

Demonstratie

W3V =0)—(g=—uw)

[6v=19) = (=¥l ~ (o619 6| ~Fro(o-])

(Lama 2)

2.7, [-up+l:-|1# --1:&}]—-{'1:9—-—{:.&—- '-I-'ﬂ

A1) =Y -—"y)

mp. TP—~={p—=u)

Lewn 4. Pentru orice farmule @, W , @, ]

(8) — (paw)=~{Wap) y

ib) = gp— [W—(gav)]

fa) = E@nﬂv{um-ﬂ]—— E_l.w LIJ}AI]

@) = (=g} = [(¢ —(¥ =~ 1))~ (p-=(w—0))]

te) — (pv )~ (x-*[{wnﬂu* (Wa 1}])

() b= [q: (w0 —x)] (A W) —x]

@) 1= [lovw)ax]— [(onx) vivay)]

th = (=) = [(w— o) —=(p — )]

Demonntraiin mpestei lome o l8afa ps seena eliftorulul,

— [ty =ty vl g x50 —= (¥ 9) @l 7] —
—|[t¥ 9 ¢ e 4, 5] = [(¥ 2V 7) @ Ly} 9tx,5]
Aplioind de douvl ori modus ponens resultl 4 ! |
=0 2) (¥ ) @ (x,3) — glx,¥) : ||
ﬁ wda, conform generalisfirii se obilne =
_ — v [V 20UV ) @ 2,50 =iz, 7] g
Din A 11z -+
() [tw x)i 20 gzt — plz,pi]=[iv )ty ) o lz, pl=tyedple,s)] II
j-- obiine prin modus ponenas -
(¥ 1) (% 33 @ (xy3) —= (V2 @lz,0) _,
I;: acelagl mod, folosind generalizarsa A 11 gi modus ponsna -

1% ) (Y y) @ (x,3) == (¥ 33 (¥ x) plx,7)

Corolar:
(% 2) Yy lx, )= (¥ y) (¥ x) plx,5).

0 formuldl deschisfi este o formuldl cere no confine nicl wa

Btantificator. Dach @ (%;,..., x,) este o fornuld ale clirel waria-

bilo Libore sfnt %;,....%, 6twel prin fnchideres lul P {2y y 00 o By)
) infalege enunful




-mq-

W‘l} T E"l":n]'ulil.l.....tnl.
lema 6. Pentru orice formuls Plxyyaens,) aven

'_.wtll""'xﬂ-}#. |—'."ﬂ'!1.'! Ew {#"njﬂhﬁ'”'"‘h:'

Demonstratie. Isplicajia =3 ss ob{ine aplicind penerali-
exren ds o ort.

<= i Prin procedeul folosit in demonatratis lemsi prece-
dente se aratd cé

—iynl...¥ g 1‘:1.....:“1 —= 0iXyysanat),
Conform ipotesel, eplicind modus pomens resul ts
I“_w{llilll- :n:l
Decl o formull & lul L, este teorsnf dach si mumal  daca
inchiderea &l este o teorsmi. Cu alte cuvinte, din punet de vedere

8l wadevBrurilor sintactice” sste suficient st conpiderin et
rile care sint lecreme.

Loma T, Dact L=, atunct extath T CL finith  asifel
Incit Q — @

Lisen demonstratin moested leme pe seama cititorului.
Bxsroifil:
¢a) Pentru orice variabile x,y,# nle lui Lo wven
—{Vz)Vy) [:I. -3 —=y=x]
ey iy [ yAye ) ——z= %]
il Dask :pl:r_.....:n'r #ote o formuld care are veriakilels
libere Bpoeses®y 88 duch yy, ...,y nu apar In Plxgyena,x ), atuncl

i-[hl = A - rnﬂ _"'[':F{Iln ...:lni--—l,p{;r].....rnﬂ

=~ 153 -

§ 2. ALORRAA LINDENBAUM - TABSED & lwd Ly

In capitolul precedent, sm studiat elgebra I-tﬂm_hn-'hr-
ski B, asociatf unei mulfimi de emwmiuri M folosind teorema de
pompletitudine extinsi.

Pantru scopurile noastre, algebra Lindenbawm-Tarski wa ju-

ea un rol important. De mcess, in cazul lui L, , vom folosi mi}-

. lpace strict sintactics pentru studiul sda,

Pe pul {imer F = formulelor conalderfs urmfitoarea relatis
poalp = —p—~—¥ @i —V¥-——9n

Conform Lemei 1, § 1 ~J sote reflexivi gi conform Lemei 2,

§ 2 este transitivi, Este svident cf '~ este simstricd, decl ~v

eote o relajle de echivalenis pe ¥,

: Pe muliimea cft F/ru considerfim urmdtoarsa relajie binard:
'Iii:?ﬁ =S l-g--—V .

lasin cititordlul sf srate ei aceastt definiiie nu depinde

& representantis dnch @eo @, Yoo W atmel

—p == = g —V¥
QRSERVATIE: Cu § sm notut class de echivalents a lui @.
FROPOZITIA 1. (Ffre , = ) wote o slgebrd Dools. In aceastd
ird Boole mvem:
P=1> 19
?- I i

Bemonatragie: Conform Lemelor 1 gl 2, &1, relajin = oate
reflexivii gi tranzitivi, Conform definijlel, ea este traneitivil,
‘Fael (F/~s, =) este o muliine partisl ordonatl,

¥ie T, ﬁf doufl elemente oarecars ale lui F/rs o 'I':_rl ariia
m_'.ﬂﬁ; gats infimonul mul{imii {ﬁ‘, W}. Mn nxiomsle A4 gi AS:

gl b gt S v i D S
= - = e e —
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— g AW ——g
— AW —y

a4 obiine
A=l o gru=T
Dooi @AW este un minorant al lnltihii{ﬁ. W} « 58 ardtim
-1 dw este cel mai mare minorunt al acestei multimi,Pentru
acensta, prasupunes of F=7 g1 W<V |, dect
Frxredl-—n—Y
Mn axioma A 6:
= (=)= [lx=%) = (x~(eaw))]
resultd, aplicind de douf ori modus ponens:
=x—(pnv),

cees of Insemneasd ol Tﬂm « Cu scossta, em arfitat off ﬁ‘-’ﬁ
sste col mai mars minorsnt al umuu{ﬁ‘.ﬁ}. Similar as srutl

ot
oV

este supremumul wul{uati {7, Tﬁ} ;
Deci Ffew este o latlos peniru care avem

TAU =0A9
¥vi-5vw
Conform Lemsi 4, (o) si (g}, pentru orice formale ¢, W, %
EYER |
@V~ (%) VITAX)
deni

(FVT)AT = (FAT)v(VAY)

Acensts epte suficient pentru a afirsn o8 F/eu ssts 0 la-
ties distributivi.

' - 161 -
Fregupmen scus b— . Aplicind modus ponene sxriomei A =
= — (v — g)

(resultl W= g, pentru orice WEF, Cu alte curinte, dncll pET,

(= ©, pentru orice WEF,

N Il_n:iui resulth, pentru b— g g F—-—q;i'. cid avem ﬁ"-l;ﬂ’ni -
dect @ = §'. Deducen cd mul{ines T n teorsmelor formessd o olash
:j: _::qfnhiuhnﬁ. care va {1 elementul wltim al laticii F/~v 3

1=%, pentru 0ET
Presupunen acum of 1. Aplicind modus ponena Lamei 3:
g —- [q} —— "-F]
wEaltd - g—4, pentru orice WEF. Cn alte ourints, duck NgED,
T<U, pontru ortea Wep,

 Deci pentruorice g, @' €PF, nstfel fooit1ggi g,
¥oN mven - §' . Aceasta arats of mul {isea

{oer| a0}
il o clash de echivalentd care wva fi slementul prim al 1a-

_ 0=F, pentru g er.
” ru orioe formuld @, avea

L ey (Lema 1)
4 Conforn definijie! conectorulul —= , avensta sste totmna
== {pAaTp) -

: 'ﬁ-wtluﬂnr, punind In looul lul ¢ pe ¢ , se obfina:




— A E——r e e =3 .a._

L

—_—— E———

= paa9)
adick
—ovg
Ma cele doull relatii demonstrate mal sus resultd:

m-ﬂgi w-l

oeas o8 e mei sorle estfel
TATG =09t gvig=1

: Aceste doul egalit8%i aratd cf T este couplementul lul @,
penire orice formuld ¢ 1

B

In eonolusie, F/~y este o algebrdl Boole care verificf gsle
doul proprietftl ale Proposmifiel 1.

OBSEEVATIE. Fiofind leghtura ou algabrels Lindenbamm-Tarski
pentru sisiemul formal e} calcululul propositionnl, observim ci 4
alcl ma consideral numai cagul M= @, fiindo-ps suficlent pentru
scopurile noastre. In nolatiile de acolo, am &avea Flu = E‘U*

Fentru orice formuldl de forma (Y z) @ (z) vom nots cu @ (y)
formuls obtinutd din @ (x) Inlocuind pe x cu y pesis tot mde x
apare ca variabild liberfl in @ {x).

PECPOZITIA 2¢ Pentru orice formuld @ (x) & 1ol L, , in al-
geore Lindenbaum-Tarakl Ffeo oste vorificati spalitateat

{oTv) | E'.r}
Demonstratie, Pentru orice vEV, sven

Wngim = A

vzl glx) == giv) (A 1o}

deci
(¥z)9(x)= @(v) pentru orics vEY.

. B T "f"'l f_-,".r
7 : . e
Acemsta arntd o (W x)g(x) sste w minorant al mul {imid
{"i"‘:- | 'E'F}

56 arfitis cd tgﬂ $lx) este cel mai mare minorant al sces-
In:ltill.. Featru aceasts, sl considerin o formull ¥ astfel fn-

M V< ;ﬁl, pentru orice ve&v, |

'h:t 0 variabil ce gy apare in ¥ sau @lx), Vom avea

= 9 =i

orm definiflel relafiet de ordine < In algebra Lindenbaum R
« Aplicind generalisarsa, se obiine '

= (Y oW == g (r))

—

o i =

|'_

ﬁi.n a:mtl relatie gi din axioma A 11:

-

1 =) (W plv)) — (@ —=(¥v)plvD)
exults prin modus ponens:

Ly

) =¥ —=(¥ ) piv)

:'.,.'_.'l,'_l_i:pdmi A los

LT S W Ty re o p—

=¥ v) @lv) = gix)

"'_:' i iy J;hn generalizare resultd
= = IV (Y v plv) — pix))
.'h:. aceastsd relafie gi din axiomas 4 11:

|‘!
uﬁ—wmw v) ) = plx))—=[1¥ v) ¢lv) — (¥ ) plx)]

-----




. Paotru orice elsmenie Byyeeeyiy, Ble lul A, vom dafini acum
relatin:

i.l['l.. .hmg' Iumﬂ w{:l'ilirx.} !Il "‘-ﬁ-‘l CArS
o fi scrisd prescuriat

Din aceastd relatie gi din (a),(b) results, splicind de
doul orl modus ponens:

= W — {yzlglx)

Deci = {p[l.l,“..n.}
¥ <ivo o,
, : Aceastk defini{ie este dath prin induoiis ssupra modulul
| de wade reslts o im este cel mai sare mincrant al mul- nl formulelor aistemului formal L, s
fimil (1) Dmchh @ este do forme x = yogil &, b €4, atumal
{ Fﬁa 1 L E'F} .

=g eyl [gb] ==aat
: | EE] Dack i #ate de forma Pn{:]..---'tm:} “ ﬂq rE

s _:::;". %! E‘.‘ atunci

=P, [:1....,11;“:,:'{:}{_;1,...,:““,?%.
i : {3) Dack peste de forns AWE v 1) g1 By eaa 0 €A,

Corolar: Pentru crice formuld @(x) a lui L., sven:
(3 x) @la) = N/ {EIT;E: HEF}

Demonatratie: Din relajia:

- e :

3 ¢lx) = (Yxa i) = A {Tolw | vev }

resul i, prin aplicares legilor lui de Morgans

o= ‘1?[.1....,5.}ﬁ-ﬂ s “'{'1""- l.]

'.,.':I “li*‘ll- mnﬁ w’ esate de ftll'lﬂ "'P‘II B :ﬂ}ﬂx {.:1- maEy T-.} #—t
eyt B4, atwmols

B D) o] st =i, J 9= 2]

'Tﬁ} Daeh ¢ este do forma (3 2) Wix,xy,...,%,) 8
veny8 E4, atmet:

@0 P = 7@ e

»aA{"emrev}
.V{-rﬂﬁ'ff | vev }
= v oW |vev}

§3. HODERELE
Fie 2u: N=—=MN o funciie parecare gi
n_ﬂ' = {‘u {EH}HEH ::'

o A-structurll. Considerim o formulf @iz ,...,2) & lut Lo ou vas
Fisbilale lidere sriate fa muliints {xpeees xl} .

'-" S I [.:14‘]4:- exiotd HEL, astfol tnelt
3= [a Byyeeeiny]s

| I -
ey B 4 -

A

e T




(DSP=(gv w}[ﬁ.mﬁ}#ﬂhm&”ﬁ] sau b= Wfas ]

: {2) -.!FI-E'F*'-IIJ[HI....:‘] el dack SE =g [Il._,t.] atunci

S = W{ll,...,a‘]

(3 ===y {Il.....l!] H[ﬂ I=l.p[q1,...,n.]du.! gl mimi dacy
5 = w[-l.....a,]

WA= (Y20 )] < =pbagee, 8]
petitru arics HER

Dacl aves un enuny @ , atuncl muliimes variabilelor pale 1i-
tere eaie vidf. In scest cas, sonceptul definit mal aus:

S = w[’l'"”'ﬁ]
nu depinde de elemantele Byveeaa 4, deol vom sorie simplu:

%

.;_W [ {Pt
Spunen cf un enun{ § sste pdovérmt sau yalid in A- struetu-
ras duch 57 k=g, In acest oas, 5¢ me numsgte mode] sl luj @ .

Datd o mulyime i de snunfuri, vom spune off .3 este model sl
lut L daotl.5¢s=p pentru orice g&L. Notlin mosst loorus f b= T

s Un snunt ¢ pe numegta mmiversal adevirat dacd orice A -

atructurd sste model al lul q.

0 - structurd este model &l wned formuls q}f:l....,:.} da-
[

(N X ) el (W a) g lag,.n,z )

, O formula Pixyeaix) oo nmegte imiversal adevAreildl dacs
W'll'.l...i‘q"xnltpl::l,....:nj este un enun{ universal adevhrst.

ta prin b= .
PROPOZITIA ). Dack @ este o formul# oarecars a lui Loy o=

— 9= F3

Demonstratie: Prin induoiie asupra modului de obiinere al
amelor lul L, . Tratlnm Intfi cesul axiomelor:

. (A1), Kste suffcient o4 arfitie of pentru orice J- strus-
d, aven

SE =g = ¢ =Yg
. Tintnd seama des Bxsrcijiul 2, mosasts resultd imediat. In
sonclunie, avem

54 = — (W= g)

| (A 2). Presupunen c
el s =gy )
4 yrom ok ardtss ot

- s === (o= )
Jenonstra (b) este achivalent cu a demonstrs ok
s = w5 =gy
-I: Il‘kl sehivalent ou

S =g -, == =y

Canforn (a), din k= ¢ resultd S¢ = W —= . Din
i ﬂ#hu—-— W resulth 5¢ =W . De ssemensa, din
N gl s = ey resul il S =y
N Presupunsm off

"

»

=

r

fe) ¢ =g —— W

-
.
Rt

R4 ¥om ariits af
) S =Y —0

Dacd (@ este o formuld universal sdevArata, atunci vom nols 48




-
Pentro & stabili pe (4}, presupunem ﬂ.ﬂpw.hﬂﬂh& Ay
etuncl din (¢) va resulta cf ¢ K @ dect S = g
In mod anslog se aratd pentru axiomels 4 4 - 4 9,

(A 1o}, Ve trebul sf arfiiém of Inchiderss axiomel A lo escta
ralids fn =7,

A (Yl {W:Im{t}*tﬂﬂ]
Fle bEA. Vom ardta ci
¢ = (1) plx)— ¢ [b]
ceen ce este totuma ou
S =) g lx) = = g [b]
decarece Vzg(z) este m enupi.
Dar
=V g lx) =58 =g [a] , pentru orice aci
= .9 =p f_h]
(A 11). Presupunind of
le) sd b= (Wi gp —=)

X\ 91 c& @ nu confine pe ¥ ca varisbils Iiberfi, vom srfitn o
o =g —= iz W
Pentru aceasta, fie S¢ =g gl acd. iz (&) resulid

l”j ¢ =[p—=y] (a)
|f adich

I S¢ =g =2 e=y[a]
| desersce § nu contine pe I oa veriabild liberf,
Presupunind c& W a fost obiinuth prin modus ponens

L, g=\
i W
[

- 168 -
I": of am ariitat o S, = (p—Y), va trobui =4 deducem of
=\, Acsaatn resultd din Bxercitiul (2).

A rtmes of mal tratds camul ofnd (V)@ s fest
rin geseralizars din ¢ .

b
. obbinuts

Dacll ¢ = o (x, Eyyessyi ), atunci presupunsm ofi inchiderea
th :1"“":11: ezta wvalidfl In s

S |=ﬁ’:11 o E‘ﬂ':n.l{"n":'.'w{l, Il"”"n]

ren lul g , este valids In .9,
r .-Mi ¢ mul {ime 1 de formule sma nunegte -opsiotenis

O geaanirello

L—g gt Lo,
M # este consistents,

rajin: Prenupmﬂ prio ebsurd off existd HEF aut-

S =g gl ANy
& @' sste inchideres formulel ¢ . Contradiciia sate vidents,

—'\-'.-\.

' OBSERVATIE. Propositis 1 spume cff orice teoresf n sistesu-
Bl L, este un epunt{ wiversal adevirat. Hepresentim a-
shalic astfel:

s

gintzetie =% semantic

'J iﬂl!i'nmuin ¢ o=k obbinut direct faptul cR o formul® a
lﬂl H‘Irtﬂ fi tvoremd in scelagl timp cu negatis el, ceea ce
m lui Lo . Do mnceea, putes afirmn cff egen-
al o qutﬂu.l formal al caloululul predicatelor este ne-
ﬂ in h;ll.umi .-I.ﬂl.utj,g == pepantic®,

prie decl nu exist® nici o formuld @€V geifel in-

— . bai) ity st i

*.
ol

i W




L L RS T Y e )

{ } & .
Bsciprooa Propozifiet 1, va fi ieorwss do oompletitulioe s =y = (y=s) |
i o :
Lui (Bdel, (rwyiaily asraizes) L)

Propozigis 3. Pentru erice formuld ¢ & lui Ly, &vem
=g =5 I—g

Demonatratis. Fie & o formulf & 1ui Ly pemtra care B~ 0. ; _ S
Ve urdts of existd o A~ structurd S¢ astfel tneft.s@H-0, unde . xewy, grex == (z-3iea, (7= s1ean
' este Inchiderea lut 0. Va regults ¢f O nu este wiversal =&~ Rt == (3 a7y A YR
devAraih (0), decl demonstratis va fi terminatd cu sceasts,

Conform Lenel 6, § 1, nruh"jﬁ'*. In iilgeh:n_. Lindenbaun-

Tarpki F/ev acest lugru se exprimd prin ?f’-#_l. dect qﬁ?"-‘lﬁ“*u

Conforn Propositiel 2, B 2, pentru orice formuld @(x) a _ _t ' ﬁfMI“" " eate o relajie de echivalenid pe V, Kotda
1t L este v=lebilé relatls LT 81 ou I class de schivalen{d a lul zEV.

w GeG =AlT 151'} E"""“’“ orice €N, definis relajta A(x) - arb 4 pe A prin |

i T —
Cum mul jimes formulelor lul L, este oumirsbils, in (1) o- b 'm {ﬁ*"'r 1@]5%# Pu{"‘l""-*‘:._ {n}] E4A
vam o mul jime numdrabild de infimomurd. Aplicind teorems Hmsiowa-
Sikorakl (vest Capitolul 1, % B) resultd eximtentn wnul ultrafil- r nfg'ﬂ“’ ¢k defini{ia nu depinde do representanii, adict

tru A al lul B/= - astfel tuctt 10 EA §i peitru orics  formull n ey
(x)] & lul Loy n8 Bl T e
¢ix) a lul Ly o8 nvem: SR ghrh{ll'"“Hﬁﬂaﬁpubl”"lmn}]ﬁﬂ

M) (¥ gdea=s ¢lr)ET , pentru orice vEV, | )™ D)

Din soests relstii gi din proprietffile filtrulul aves:
g T e
Irdy = (1= ylEA = (7 = NEA=S Ry

L3

A

=b (x= gl EA

= IfFE

: i
—d

et '—l-_t__'-"-

—

[

- ih—'l.-r-& . . H‘ o

} i='—

Definim pe V ursdtoares relufjie bisarl ~ 1 FSfupunen deci ok
e - —
:HI :r;':-_,-ﬂ]Eh ‘2] {IL-,len ¥ 1-1.tli| 1{‘“11

Conform nxiomel A 12, aven }— 1 = 5, deci T = 7 = 1EA, L Bxmroifiul (b), § 1 results
Hezultd x w0 1, deci == epte reflaxivi, S50 Ao A (E 0 -’;,.{n]i}ﬂfn{ﬁ:----l ] : Pn{r“...,;;:ﬂ

Din sxercitiut (&), § 1 resuitd - ;
‘OTa proprietlf{ilor filtrului, remulis
—X=sy-—=yuax 11

F—rm yAy= ——X=g B NN Ay = Tage)) €8

De mici se abiins . susts relatio oi din tnegalitates de mal sus se obiize

l‘- — dl - E 1 L » F.-

[ ﬂ";‘-ﬂ.ﬂ-—'—'.—tf%

,
LS

& il




‘ i .L:iﬁ,_.
Pt(’l"“":u.fn}} =t Pn':."l""'rhln}) .

JI'-_---—-_-_-_-__._-._..
Dacl En{:'l'"'":.{n}}E‘ﬂ' . atunei din relatia precedentd
renulth

..-—-..._\_______._,.-I'
Falfyes oo Ty ) €8 «

In mod amalog se arath cA

Pn{rli"'irﬂnl]Eﬂ =, P“hln.-ril'lm]Eﬁ-

Prin induciie sosupra modulul de formare & formulelor lui
Ly, vom ardte of pentru fiecars foraull J.pl'.i:i."..:nl a lul 'Ly
ale efiral yariabile libers se afl printre Typessnly, #8te  wla-
- bild relatie:

- II|_,.--———|____-ll'

'I:‘ 'l} lﬂl:ﬁ[?’i['!'.'n] = m{.'flr-i-.fn}Eﬂ
pentra orioe v ,..., 7, €V,

Pentru formule atosice, relaiis (= =) este chiar relajlafx).

Uack e TY(Ly,.00,x,) 9 presupumnem {x =) sdeviratd pen-
tru ¥, elunci

S =g [’1‘1,.. .,?u}::}- ey [“i' ,....ﬂn]
%m #A

e
H—HNT]....,?E]Eﬁ
ﬁ'ﬂ{'1| ll--lpfu} Eﬂ,

Decl @@= WA W, gl preaupunen (w w) adeviiratd pentru 'il-'l
ni 1i-l'i. Atunoi

=g, =y (P18, }"'ﬂ —Vg El"“ A

== (ga-em, JEA L U (vy0my ) EA

4= Uy (et | A U (1o Vo) €A

ety By ¢ Wt ' AT
s L3 " |_ :I-‘“ - vt - 1—!"— -|.f"‘ .'r

ir L [ 8
-3 m_-

“wl t'l-,u u'nrflﬂl wﬂﬁl' s -.THJ-E Fuh

Al &> Pl €A,

4 -_'r Din (i) deduces, pentru orice formuld @ (x):

- (AngleasFlyrnplnlea

- = (Y1 glga

<>exisid vEV, satfel Incit "@iviea
==exisid vV, msifel fneit glvlea

5

1.-« cont de propristd{lle de ultrafiltru ale lui A,
'}+ ,Eﬂiwm BOUD E”' 'ml- {3 l}"u{:- ﬁ.l--ll-.'h} ‘Ei faf: [' i}
LE --::‘" u F"ﬂm "H'!I| I‘ll o I‘:n:}l ltun.ni BTEm:

" ﬁ:i... .ﬁn]d—b exists TEA, astfel fnoit 5¢ =W [?_#1___;;“]

L <3 axistd vEV, astfel Inoit wiv.rl,,.._rn:lEa

i

__.--—'—-—-._________,.-
b e HIW{II '1.-i-|-,rnj'Eﬁ
F._'-'—-.____.i'
e i {':1:'*“"’11} EA .

! atn, reletic (£ =) a foot demonstrstd,
Tl

n (x %) g1 din feptul o8 TT'€4, rezalts 7 =7
U: dm ardtint deci oA ' nu este valid fn.sd, deci 58 0

- Pentru orlce foruuli @ a lud Ly, aves
- = =g

DBSERVATIE. Proposifia 4 identificd teoremsle lul Ly cu e-
s ninrul adeviirats. Simbolic putem formula scessia ast-

. sintactic <=+ semantic.

et e -.-Lﬂ_a;#...: i o M e e Sy, 2 R h

i-"lrl!:l-_

.



1. 58 pe demonstrese cf urmfitoareles formule sint teorems

(s}
(b
(e}
(d)
{e)
I
(g}
(k)
(1}

(5

(1}

(m}

i)
{a)
{p)

fq)

{ri

ale Tui I':n. H

(Wil ylg (z,y)=—= (¥ yiivzlglzy

(3@ ez =—— (373 z) ¢ (x,7)

(Vo (¥ylelz,y) — (Yxigix,x)

{(Fx)ginx) — (3x)(37) @ lx,5)
Y z) g la) == (Ix) 19 (x)

MIx)glx)==— (¥ )19 (x)

O oo (A W ix))=={¥ x) g (I A (Y D)W (x))
13 g (Dv W ix)—={3 ey 3z g )

(vl lgaWizll=— g A (V2)W(z), dack @ nu confine

pe X en variabild iiberd,

(3 2} {pviix)) =g v (3 1) W(x), dacd ¢ nu confine

pe 3 ca rariabild liberd .

(W z) (v W)= pviv2)W(x), dacd ¢ nu coniine

pe ¥ ea variahild 1iberd,

(FxH{@AW(x)}) ==—1tpA (I x)W (x), dacd @ nu confine

e x ocn veriablilE libard.
(3l @ixiAWiz)) — ({32 gixia (3 2 Wiz
(¥ ) @lxdv ivelWin)) — (yxiplxlvy(n))

iV al{g =Wzl (g —{¥2)Wix)), dach x nu este
variabllf liberd a lul @. '

(vl lx)—= W) == ({3 2) plx) — W), dncd 1 nu

este variabild 1iberd a Iul Y.

{3zl ﬂ_{:}—'—ﬂ-’l-‘-—ﬂ'ﬂ" z) @lz) —), dnch x
sate variabild liberR & luwl W,

b

ou

| o

ok —
,:I'_.I

y 4= .ru_._'.l-' " =
5 L

_ 115 -
 (s)  (3nle —= Wix))—— (g — (I DW(x)), dach x mn
este variabils libers a lul @ .

L) (Fx}( g (x) —=Wlx) =1V x) ¢ (x) = (T D) W(x})

s 3
- - -
i
|
-

L2 85 sa avate ol dach L {g==W), atumeci:
(8) Li=(rp —v)

) E—(pAg — war)

te) L= (v =——wyy)

@ Lo —3) = (w—1t)
)} B ——0)—{—W")

5. S8 se arate of dack Li—{ g (xl=—(x)), atunss

Tty olx) — (Vo) Wix))
T ({32 glx) —= (3 2)W(x))

4. By exists nici o formuld® ¢ a lui L, asifel Incii sd
...F

|

Lr—9 st L—n¢

. .ﬁ' Notim cu T{L) muliimes formulalor dedust din ipotesele L
HEI) -{mﬁr’*{Ei—w}

R eite ol

TurcriLy
: 4 {E}"h Inchisf la modus ponens

fcr=r(D-r
Teles s (Dicr (D)
r ez (BN =D
- dach i nomai dact exista['C L finits sstfel ncit

.
PR . Ly, W T T P T - .y

R |,

e o — T SRt ik

¥
)
i




T. Dact (5 —W), atmct LU {0} — v, ceen co se
scrie simbolic

Li—(p = w)
E,qpl'-'lﬁ'

L. p—w
B. fLﬁ_P—[qJ—'-‘-I-'}

Hot#i: Exercifiul 8 represints teorems de deductis pentru

. e

9. Pentru orice muliime de formule sint echivalente afirma-
ti1le:

1) Et—g

(11} Zxisth un nundr finit do formule “"1-*---‘4"; ale lui
-

oy BAtTel Tnothi

Il-pl_-" th"'— {lilfwu—hwj}iil}e-f.

L (@—=¥),Ct—(9-=y)

.18
Z—(p—3)
11. Ci—qvwe=Tufro} —w
X Li-g
Li—(p—w)

13, L= Lr—anp
14. 0 pulfime & de f.nmula ae nimegie sistem deductiv dacd

Al R2CA 3

b AAP

e} A este inchisf ls modus ponens:
PpEA, {1;-——!#_] EA = VYEA
58 se arste od T(L) =2, ]Jﬂll.t.]"!;l orice sistem 'ﬂ.-_duu_t_;i.r E

i ol

D = = =] - =T

- 171 =

15. Orice intersecile de sistems deductive ests un asistem
dedustiv.

16, Kulfimea sistemelor deductive ordomate de  imclusiune
este inductivi,

17. Orice sistem deduciiv eate inclus fntr-un sistem dedun-
tir marimsl,

18. Pentru orice sistem deductiv 1., sint schivalente afir-
matiile:

(1) L este marimal,
(11) Pentru orice GEF, L i—p say g
19, Orige sistem deductiy L sate intersectia toturor sis-

molor deductive saximale ce includ ps L.,

20. Dacd T este un ataten deductiy maximal, stuncd:
peL ==Ly
el = ¢¢L

pvWeL e=>pelsau yel

sAVEL e gpel pwel

9~v)eL — o€l sau wekl |

2l. Pie F/ru algebre Lindenbamm-Tarskl a lul L, . Pentru
orice LCF sint echivalente afirmatiile:

8} L zate sisten daductiv.
w5 -{'-Ei'-’lanE}um wn filtru propriu nl lud Fleu.

22, In conditiile exercl{iulul precedeat sint echivalente
efirmatiiler

al E gate un siaten deductiv maximal.
b) Leste m ultrafiliru al lul o .

&

S T*




- — - Tk s .
o R a1 x - o T win | s
s £ E B L '™ 1 o [t

- - -1 -

23, 58 se descrie funcfia A gi sistemul formal al ealeuluv-
lul predicatelor corespunzdtor urmStoarelor clase de
structuriz

&} mulfimi partial ordonate §
b) mulfimi total ordonate }
e} latiel distributive §

4} algebres Boole ;

el grupuri ;

f) inele 3

g} corpuri.

CARITOLLUL §-

3

gy -

Algebre Lukasiewicz si logici
eu mai multe valori

- i

loagicile cu mai mulis valori (polivalents) mu fost intro- \ ]
pa 51 studinte de logicimnul polones J., Lukasiewics fn urma w-
g corcatiri legats de ptudivl podalitEfiler. Legate de acesbe

glol, Or. 0. Moisil s studist Incepind din 1940 o olaed de strue-
-'::_", algebrice (oumite algobra Lukasiewics In onosres logicianu-

pn:l.nnlﬂ care sint reflectaren pe plun algebric & loglollor

‘hhui.“iu::. Astlipl teorin slgebrelor Lukmsiewiosn ests destul

__ mifl, stit prin rezultatsle loi Moisil gi ale elevilor sif,

1 *ﬂ, prin contribulis a nmerogl ceroeifitori sirdini. In primul

pragraf presentfin sumar tdeile care l-mn condus pe  Lukssiewics

B considerares loglcilor cu mai wulte valori. Paragraful 2 pre-

: o serie de rosultate privind nlgebrele luknsievics, cel mal

tant fiind teoress de represeniars a lul Moisil. In sfIrglt,

jul parsgref contine citews elemente inoiplente ale ioglolil

ente neforsalisate, f8eindu-se legitura ou slgebrele luks-

oz trivalente.

Cum se seriu axiomele structurilor respective in sistemels
formale rospective’?

% 1. IDRI A i
MULTE VALORL

{ _i-ngina trivalenti a apirut ca urmare a studierii proposi-
..-.._.E. _fﬂ'l.'.“. -’t-l- p.l‘ﬂ Cllsss m -.‘ltﬂ nacesaT Sy s
fizarss ideilor, sfl considerfin o propozifie oxrecare p.Ves

lp]"-' p:mpn:i.lil -.I_..l.lj,l_!ﬂ.lim

y b L 3 e L e A P F



