FMI, Info, Anul 1
Logica matematica si computationala

Exercitii'

(1) Fie T o multime i A, B, X CTcu ANB=0si AU(B\ X)=BUX. Sa se arate ca
X =A.

Demonstratie: Aratam egalitatea prin dubla incluziune.

Fie Intai z € X. Atunciz € BUX =AU (B\ X). Cumz € X,z ¢ B\ X, deci z € A.
Luam acum z € A. Atunciz € AU(B\ X)=BUX. Cum ANB =0, z ¢ B, deci z € X.
[l

(2) Fie A = {a,b,c,d} si R = {(a,b), (a,c),(c,d),(a,a),(b,a)} o relatie binara pe A. Care
este compunerea R o R? Care este inversa R~! a lui R? Care dintre relatiile R, R~', Ro R
poate fi relatia subiacenta unei functii de la A la A?

Demonstratie: Obtinem
RoR = {(a,a), (a,b),(ac) (a,d), (b a) (b0),(bc)},
R = {(a,a),(a,b),(b,a),(c,a),(d,c)}.
Niciuna dintre relatiile R, R~!, R o R nu poate descrie o functie de la A la A, deoarece
(i) (a,b) € Rsi (a,c) € R;
(i) (a,a) € R7'si (a,b) € R
(ili) nu exista y astfel incat (d,y) € Ro R.

De asemenea, se observa ca o relatie “valida” ar avea patru elemente, fapt ce nu e valabil
) )
pentru niciuna din relatiile de mai sus. O]

(3) Dati exemplu de familie de submultimi ale lui R, indexata, pe rand, dupa:
(i) N%;
(i) Z;

!Exercitii redactate si rezolvate de: Andrei Sipos, Alexandra Otiman, Natalia Moangs
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(iii) {2,3,4}.

Determinati reuniunea si intersectia fiecarei familii date ca exemplu.

Demonstratie:

(i) (a) A, ={n} pentru orice n € N*. Atunci |, oy An = N*, [ A, =10.

neN*

(b) By ={0}, By = N*, B3 = Qsi B, = R pentru orice n > 5. Atunci |J,cy- Bn = R,
Mpen Bn = 0.

(¢) E,=(—2,1) pentru orice n € N*. Atunci |, o Bn = (=1, 1), N,en+ En = {0}

(d) A, = {1} pentru orice n € N*. Atunci (J,cn- An = Npen 4n = {1}-

(e) Ap ={1,2,...,n} pentru orice n € N*. Atunci (J, o« An = N*, (), o« An = {1}

(ii) Cy = (—00,0),Cy = {0},C_,, = {3} pentru orice n > 0, C,, = {7} pentru orice n >
3. Atunci UneZ = (—00,0] U {3} U{T}, Nyez, Cn = 0.

(ifi) Dy = {0}, Dy = {2}, Dy = {3}. Atunci U, cgp54 Do = {0,2.3}, Nycposgy Do = 0.
O

(4) Daca (A;);es este o familie de submultimi ale unei multimi X, aratati urmatoarele (legile
lui De Morgan):

(1) CxUier Ai = Nier Ox As
(11) CXﬂie] Az = Uie] CxAZ

Demonstratie:

(i) Fie z € X. Atunci v € CxU,c.; 4 <= 2 ¢ U,c; Ai <= nu este adevarat ca
v € J,e; Ai <= nu este adevarat ca (existai € [ ai x € A;) <

pentru orice i € I, x ¢ A; <= pentruoricei € I, x € CxA; <= x €[),.; CxA;.

(ii) Fie z € X. Atunci x € Cx(,e; 4 <= v ¢ ();c;Ai <= nu este adevarat ca
r € (;e; Ai <= nu este adevarat ca ( pentru orice i € I, v € A;) <= existaie [
al. v ¢ A < existaiel al z€CxA; < z €, CxA.

i€l

i€l
O

Definitia 1. O familie de multimi (A;);c; se numeste disjuncta daca pentru orice i,5 € 1
cui#j avem A;NA; =0.



(5) Fie (A;)ies o familie de multimi. Pentru orice ¢ € I notam A} := {i} x A;. S& se arate
ca Al ~ A; pentru orice i € I si ca (A});er este o familie disjuncta de multimi.

Demonstratie: Este evident ca, pentru orice ¢ € I, functia

fii Ai = A, fila) = (i,a)

este bijectie.

Presupunem prin reducere la absurd ca (A});c; nu este o familie disjuncta de multimi. Atunci
exista j,k € I cu j #k ai. AN A} # 0, deci exista v € AN A}. Deoarece v € Al exista
a € Aj cu x = (j,a). Similar, deoarece x € A}, exista b € A, cu v = (k,b). Rezulta ca
(7,a) = (k,b), deci k = j, ceea ce contrazice presupunerea. ]

(6) Dati exemple, pe rand, de relatii care:
(i) sunt reflexive si tranzitive, dar nu sunt simetrice;
(ii) sunt reflexive si simetrice, dar nu sunt tranzitive;

(iii) sunt simetrice si tranzitive, dar nu sunt reflexive.

Demonstratie: Notam, pentru orice multime C, A¢ := {(z,y) € CxC | z = y} (relatia

diagonala).
(i) < pe Z; < pe R; relatia de divizibilitate pe Z.

(ii)) R = Az U{(7,8),(8,7),(8,9),(9,8)} pe Z. Nu este tranzitiva, deoarece (7,8) € R si
(8,9) € R, dar (7,9) ¢ R. Alt exemplu este R' = {(z,y) € Z X Z | |xr —y| <1} (R nu
este tranzitiva, pentru ca (1,2) si (2,3) sunt in R, dar (1,3) nu este).

In general, o intuitie potrivita pentru acest gen de relatii este relatia de prietenie intre
oameni (considerand ca orice om este prieten cu sine). Doi oameni pot fi prieteni cu
un al treilea fara sa fie prieteni intre ei. Pornind de la aceasta idee, putem construi
urmatorul exemplu “minimal” — luam multimea A := {1, 2,3} si relatia R pe ea egala
cu {(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1),(2,3),(3,2)}.

(iii) R=Az\{(7,7)} pe Z. Alt exemplu (tot pe Z) este R' = {(z,y) € ZXZ | x # 0l y #
0}.
Observam, de asemenea, ca pe orice multime nevida relatia vida satisface conditia (de

ce, totusi, relatia vida pe multimea vida nu este un exemplu?). Un exemplu “minimal”,
dar nevid, este urmatorul: A := {1,2}, R :={(2,2)}.



]

(7) Fie R C A x A o relatie descrisa in fiecare situatie de mai jos. Verificati, pe rand, daca
R este relatie de ordine partiala, stricta sau totala sau relatie de echivalenta.

(i) A=Ngi (a,b) € R daca si numai daca a | b.

(il) A=NxNiyi (a,b)R(c,d) daca si numai daca a < b sau b < d.
(ii) A= Nsi (a,b) € R daca si numai dacd b= a sau b = a + 1.
)

(iv) A este multimea tuturor cuvintelor in limba engleza si (a,b) € R daca gi numai daca a
nu este mai lung ca b.

Demonstratie:

(i) R este
(a) tranzitiva: Fie (a,b) € R si (b,c) € R, deci a | bsi b | c. Rezulta ca a | ¢, deci
(a,c) € R.
(b) reflexiva: Pentru orice a € N, avem ca a | a, deci (a,a) € R.
(c) antisimetrica: Presupunem ca (a,b) € R si (b,a) € R, deci ca a | bsi b | a.
Deoarece a,b € N, rezulta ca a = b.

R nu este

(a) simetrica: avem ca (3,6) € R, deoarece 3 | 6. Pe de alta parte 6 1 3, prin urmare
(6,3) ¢ R.

(b) totala: 243 si 312. Asadar, (2,3) ¢ Rsi (3,2) ¢ R.

Prin urmare, R este relatie de ordine partiala, dar R nu este relatie de ordine stricta
sau totala si nici relatie de echivalenta.

(ii) R este reflexiva, deoarece b < b, prin urmare (a, b)R(a,b) pentru orice (a,b) € N x N.
Agadar, R nu este relatie de ordine stricta. Observam ca R nu este

(a) simetrica: (2,2)R(4,3), dar ((4,3),(2,2)) ¢ R.

(b) antisimetrica: (3,5)R(7,2) (deoarece 3 < 5) si (7,2)R(3,5) (deoarece 2 < 5), dar
(3,5) # (7,2).
(c) tranzitiva: (5,4)R(5,6) si (5,6)R(3,3), dar ((5,4),(3,3)) ¢ R.



(iii)

Prin urmare, R nu este nici relatie de ordine totala sau partiala si nici relatie de
echivalenta.

In acest caz, R = AyU{(a,a+1) | a € N}. Este clar ci R este reflexivi, deci R nu este
o relatie de ordine stricta. Se observa ca R nu este tranzitiva: (5,6) € R si (6,7) € R,
dar (5,7) ¢ R. Prin urmare, R nu este nici relatie de ordine totala sau partiala si nici
relatie de echivalenta.

R este reflexiva, deci R nu este o relatie de ordine stricta. Observam ca R nu este

(a) antisimetrica: daca (a,b) si (b,a) sunt in R, atunci a si b au aceeasi lungime, dar
nu coincid neaparat. De exemplu, a =“do” si b =“go”.
(b) simetrica: (“it”, “and”) € R, dar (“and”,“it”) & R.

Prin urmare, R nu este nici relatie de ordine totala sau partiala si nici relatie de
echivalenta.

]

(8) Fie (A, <) o multime partial ordonata gi () # S C A. Atunci:

(i)
(i)

Daca minimul lui S exista, atunci acesta este unic.

Orice minim (maxim) al lui S este element minimal (maximal).

Demonstratie:

(i)

Vom presupune ca exista doua valori minime si vom demonstra ca acestea sunt egale.
Fie x minim al lui S, deci pentru orice y € S, x < y. Fie 2/ minim al lui S, deci pentru
orice y’ € S, 2’ <y'. Cum x < y pentru orice y € S, alegem y = 2’. Rezulta ca x < 2/
Cum 2’ <9/ pentru orice ¢y € S, alegem ¢/ = x. Rezula ca 2’ < x. Atunci obtinem ca
2’ = x, deci minimul este unic.

Se procedeaza asemanator pentru maxim.

Fie x minimul multimii S. Pentru a demonstra ca x este element minimal, vom pre-
supune ca exista cel putin un element t € S a.ld. t < z ¢i vom arata cat =x. Cum z
este minim si ¢ € S, rezulta ca x < t. Prin urmare, t = x, deci x este element minimal

al lui S.

Se procedeaza asemanator pentru maxim.



(9) Fie D(n) ={d € N| d|n} si P(n) ={d € N| d|n, d# 1, d #n}.
Demonstrati ca (P(n),|) si (D(n),|) sunt multimi partial ordonate. Enumerati elementele
minimale, elementele maximale, minimul gi maximul (daca exista) pentru urmatoarele multimi:

P(12), P(32), P(72), D(72).



Demonstratie:

Definim relatia de divizibilitate pe multimea P(n) astfel : R = {(a,b) € P(n) x P(n)| a|b}.

Reflezivitate
Pentru orice a € P(n), a = a -1 = ala pentru orice a € P(n)

Antisimetrie

Pentru orice a,b € P(n), daca (a,b) € R i (b,a) € R, atunci:
alb=existar e N ai b=a-r
bla=existate N al a=b-t

:t:%EN. Deci r este divizor al lui 1. Rezulta r=1=t=1=a=b-1=a =.

sa=a-r-t,r,iteN=r-t=1nrteN=

Tranzitivitate

Pentru orice a, b, c € P(n), daca (a,b) € P(n) si (b,c) € P(n), atunci:
alb=existar e N ai b=a-r
blc = existat e N al c=b-t

= (a,c) € R.

In concluzie, R este o relatie de ordine partiali, deci (P(n),|) este multime partial ordonata.

Asemator se demonstreaza si ca (D(n),|) este multime partial ordonata.

=c=a-r-t,rte€N=da|c, unde a,c € P(n)

Definitia 2. Fie (A, <) o mulfime partial ordonata. Construim diagrama Hasse
corespunzatoare sub forma unui graf orientat in modul urmator:

(i) varfurile grafului reprezinta toate elementele multimii A.
(i) exista muchie v — y dacd x <y $i nu existd z € A a.i. x <z <y

Folosim diagrama Hasse pentru a observa diferenta dintre elementele minimale(maximale)
i minimul(maximul) unei multimi partial ordonate.



P(12) = {2,3,4,6}.
Observam ca pentru toate elementele y € S care se afla intr-o

relatie de divizibilitate, daca y|2, rezulta y = 2, sau daca y|3, 4 6
rezulta y = 3. Deci, 2 si 3 sunt elemente minimale. \ / \
Asemanator, pentru toate elementele y € S care se afla intr-o

relatie de divizibilitate, daca 4|y, rezulta y = 4, sau daca y|6, 2 3
rezulta y = 6. Deci, 4 si 6 sunt elemente maximale. 2|4

Nu avem element minim, deoarece 2 gi 3 nu sunt intr-o relatie. 2(6

Nu avem element maxim, deoarece 4 i 6 nu sunt intr-o relatie. 3/6

Observam ca daca un element este minimal(maximal), nu implica
faptul ca el este minim(maxim).

P(32) = {2,4,8,16}. 16

2 este element minimal, deoarece pentru toate elementele y € S \

care se afla intr-o relatie de divizibilitate, daca y|2, rezulta y = 2. 8
Exemplu: 4 nu este maximal, deoarece pentru y|4, unde y € S, ‘\
avem y € {2,4}, deci nu implica y = 4.

2 este gi minim, deoarece pentru toate elementele y € S avem 2|y. 4
16 este element maximal, deoarece pentru toate elementele y € S \
care se afla intr-o relatie de divizibilitate, daca 16|y, rezulta y = 16. 2
Dar 16 este si maxim, deoarece pentru toate elementele y € S avem y|16. 2|4/8]16

P(72) = {2,3,4,6,8,9,12, 18, 24, 36}. /\/\

2 gi 3 sunt elemente minimale.

24 si 36 sunt elemente maximale.
Nu avem minim, deoarece 2 si 3 nu sunt \ / \ / \

intr-o relatie de divizibilitate si nici maxim,

deoarece 24 si 36 nu sunt intr-o relatie de
divizibilitate. \ / \ /



72

D(72) = {1,2,3,4,6,8,9,12, 18,24, 36, 72}.
1 este element minimal, dar gi minim. \ / \ / \
72 este element maximal, dar i maxim.
2\/?
1

(10) Fie urmatoarele propozitii exprimate in limbaj natural:

(i) Merg in parc daca imi termin treaba si nu apare altceva.

(i

i)
(iii) Treci examenul la logica numai daca intelegi subiectul.
v)

(i

Transpuneti-le in formule ale limbajului formal al logicii propozitionale.

Este necesar sa nu ploua ca sa putem observa stelele.

Treci examenul la logica daca faci o prezentare de calitate.

Demonstratie:

(i) Fie ¢ = Merg In parc daca Imi termin treaba gi nu apare altceva. Consideram
propozitiile atomice:

p = Merg in parc. ¢q= Imi termin treaba. 7 = Apare altceva.

Atunci ¢ = (g A (—r)) — p.

(ii) Fie 1» = Este necesar sa nu ploua ca sa putem observa stelele. Consideram propozitiile
atomice:

s = Ploua. ¢ = Putem observa stelele.



Atunci ¢ =t — —s.

(iii) Fie @ = Treci examenul la logica numai daca intelegi subiectul. Consideram propozitiile
atomice:

w = Treci examenul la logica. 2z = fn’gelegi subiectul.

Atunci 0 = w — 2.

(iv) Fie x = Treci examenul la logica daca faci o prezentare de calitate. Consideram
propozitiile atomice:

u = Treci examenul la logica. v = Faci o prezentare de calitate.

Atunci x = v — u.
O

(11) Sa& se arate ca multimea Form, a formulelor logicii propozitionale, este numarabila.

Demonstratie: Avem ca Eapr = (J, oy Sim™ = {A} U U, cn- Sim™. Deoarece Sim =

VU{~,—,(,)} s V este numarabild, obtinem, din (S4.2).(i), ca Sim este numarabila.
Conform (S2.4).(ii), Sim™ este numarabila pentru orice n € N*. Aplicand (54.2).(iii) si
(S4.2).(i), rezulta ca Exzpr este numarabila. Deoarece V' C Form, din (S4.1).(i) rezulta
c& Form este infinitd. Insi Form C Ezpr, deci Form este o submultime infinita a unei
multimi numarabile. Aplicam (S4.1).(ii) pentru a conchide ca Form este numarabila. [

(12) Sa se arate ca pentru orice formula ¢, numarul parantezelor deschise care apar in ¢
coincide cu numarul parantezelor inchise care apar in .

Demonstratie:  Notam, pentru orice ¢ € Form, cu [(p) numarul parantezelor deschise

si cu r(p) numarul parantezelor inchise care apar in . Definim urmatoarea proprietate P:
pentru orice formula ¢,

¢ are proprietatea P daca si numai daca [(p) = r(p).

Demonstram ca orice formula ¢ are proprietatea P folosind Principiul inductiei pe formule.
Avem urmatoarele cazuri:

e Formula ¢ este in V, deci exista n € N cu ¢ = v,,. Atunci l(p) =(v,) =0 =1(v,) =
r(@)-
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e Exista ¢ € Form cu ¢ = (—1)). Presupunem ca v satisface P. Obtinem
W) =) +1=r()+1=r(p).
e Exista ¢, x € Form cu ¢ = (¢» — x). Presupunem ca 1, x satisfac P. Obtinem

W) =1W) +10) +1=7r) +r(x) + 1 =r(p).

(13) Sa se dea o definitie recursiva a multimii variabilelor unei formule.

Demonstratie: Se observa ci Var : Form — 2V satisface urmitoarele conditii:

(RO) Var(v) ={v}
(R1)  Var(—y¢) =Var(y)
(R2) Var(e = v) =Var(e) UV ().

Aplicdm Principiul recursiei pe formule pentru A = 2V si pentru

Go:V = A, Go(v) = {v},
G.:A— A G.(T) =T,
GL:AxA— A GL(I,A)=TUA.

pentru a concluziona ca Var este unica functie care satisface (R0), (R1) si (R2).
(14) Sa se demonstreze ca pentru orice xg, x1, x3, x4 din {0, 1} avem:
(i) ((mo = z1) = z9) = 20 = 1;

(ii)) (x3 = 24) = (g = x1) = (x3 2> 17)) = 1.

Demonstratie:

(i)

Top X1|Tog—> I (x() — LCl) — X9 ((IO — .I‘l) — Io) — Xo
1 1 1 1 1
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0 1




(ii) Notam f(x1,xs3,24) := (3 = x4) = (24 = 1) = (3 = 771)).

Ty Xz Ty | T3> xy | T4 x| T3>y | (T4 2> 3q) 2 (23— x1) | f(21, 23, 24)
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1 1
1 0 O 1 1 1 1 1
0o 1 1 1 0 0 1 1
0O 1 O 0 1 0 0 1
0O 0 1 1 0 1 1 1
0O 0 O 1 1 1 1 1

(15) S& se arate cd pentru orice e : V — {0,1} si pentru orice formule ¢, avem:
(i) fe(p V) = fe(p) V fe(¥);
(i) felpAh) = fe(@) A fe(¥);

(iil) fe(p <> ¥) = fe(p) & fe(¥).

Demonstratie:

(i)

Flo V) = fulmp = ¥) = ful=0) = L(0) = ~£o(0) = L) © () V L ().

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1}, avem -z =y =aV y:

12

r Yyl |w—=>ylxVy
1 10 1 1
1 0] 0 1 1
0 1] 1 1 1
0 01 0 0



felp ANp) = fe(=(p = —))
fe<90 — ﬂﬁ)
“(fe(p) = fe(=1))
(f( ) = = fe(¥))

fe(@) A fe(¥).

II* ||

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0,1}, avem —(z = —y) =z A y:

r y|lwlrz=y|a(x—=y) | zAy

1 110 0 1 1

1 0] 1 1 0 0

0O 1] 0 1 0 0

0 0| 1 1 0 0

(iif)
felp ) = fellp = V) A (D — @)

2 flp = V)ALl = )
= (fe(p) = (@) A (fe(¥) = fe(p))
2 f(0) & fulw).

Pentru (*), demonstram ca pentru orice z,y € {0, 1}, avem (x = y)A(y = x) =z <> y:

T ylr=oyly—=z|(zt=2yAly—a) | zey
1 1 1 1 1 1
1 0 0 1 0 0
01 1 0 0 0
0 0 1 1 1 1

(16) Sa se gaseasca cate un model pentru fiecare din formulele:
(1) Vo — U9,

(11) Vo VAN Vs A —y.

13



Demonstratie:
(i) Fie functia e : V' — {0, 1}, definita, pentru orice z € V, prin:

0, daca x = vy
e(x) =41, dacid z =
0, altfel.

Atunci:
fe(vo = v2) = fe(vo) = fe(va) =e(vg) = e(ve) =0—=1=1.

(ii) Fie functia e : V' — {0,1}, definita, pentru orice z € V, prin:

daca © = vy

daca xr = vs3

e(x) ==

daca z = vy
, altfel.

= O = =

Atunci:

felvo ANvg A —wy) = fe(vo) A fe(vs) A= fe(va)
= e(vg) A e(v3) A —e(vy)
=1A1TAA0
=1A1A1
=1.

(17) Sa se demonstreze ca, pentru orice formula ¢,
(i) ¢ este tautologie daca si numai daca —p este nesatisfiabila.

(ii) ¢ este nesatisfiabila daca si numai daca —p este tautologie.

Demonstratie:

14



(i) Avem:

pentru orice e : V — {0,1}, fe(p) =1

pentru orice e : V' — {0,1}, = f.(¢) =0

pentru orice e : V- — {0,1}, fe(—¢) =0

pentru orice e : V — {0, 1}, nu avem ca f.(—p) =1

@ este tautologie

nu avem ca exista e : V. — {0,1} cu fo(—p) =1
nu avem ca —¢ e satisfiabila

= nu e satisfiabila

[ A A

—p e nesatisfiabila.

(ii) Avem:

¢ este nesatisfiabild <= ¢ nu e satisfiabila

nu avem ca e satisfiabila

nu avem ca exista e : V. — {0,1} cu fe(p) =1
pentru orice e : V' — {0,1}, nu avem ca f.(¢) =1
pentru orice e : V- — {0,1}, f.(¢) =0

pentru orice e : V' — {0,1}, = f.(¢) =1

pentru orice e : V' — {0,1}, fe(—p) =1

treeet

- este tautologie.

(18) Sa se demonstreze ca, pentru orice formule ¢, 1,
(i) ¥ E ¢ daca gi numai daca F ¢ — .

(ii) ¥ ~ ¢ daca gi numai daca F ¢ <> .

Demonstratie:

15



(i) Avem:

Y FE ¢ <= orice model al lui ¥ este i model pentru ¢
<= pentru orice e : V' — {0,1}, daca f.(¢) =1, atunci f.(¢) =1
<= pentru orice e : V — {0, 1}, fe(¥) < fe(p)
<= pentruorice e : V. — {0, 1}, fo(¢) = fo(p) =1
<= pentruorice e: V — {0,1}, fo(vv = ¢) =1
= FY—=o.
(ii) Avem:
b~ = Mod(y) = Mod(e)
<  Mod(y) C Mod(p) si Mod(p) € Mod(¢)
— YFEpsipkEY
PLUNG V=5 Fop—
<= pentruorice e : V — {0,1}, fo(p = ) = 15i fo(b = ) =1
<= pentruorice e : V. — {0,1}, fo(@ = V) A fe(v = p) =1
<= pentruorice e: V = {0,1}, fo((¢ = V) A (¥ = ) =1
<= pentru orice e : V" — {0, 1}, fo(p > ¢) =1
— FY o

(19) Confirmati sau infirmati:
(i) pentru orice p, 9 € Form, E ¢ A1 daca si numai daca F ¢ si F 9;

(ii) pentru orice ¢, ¥ € Form, F ¢ V 1 daca si numai daca F ¢ sau F 9.

Demonstratie:
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(i) Este adevarat. Avem:

FoAYy <= pentruorice e: V — {0,1}, fe(p A1) =1
<= pentru orice e : V- — {0, 1}, fo(@) A fe(¥) =
<= pentruorice e : V — {0, 1}, fo(¢) = 1 § (@/}) =1
<= pentruorice e : V — {0, 1}, fo(¢) =13
pentru orice e : V — {0, 1}, fe(¢)) =1

—= FepsiFY.

(ii) Nu este adevarat! Daca luam e; : V. — {0,1}, e;(x) = 1, pentru orice x € V, si
ey : V. — {0,1}, es(x) = 0, pentru orice z € V, avem ca ey ¥ —wp si ey F vy, deci vy si
-y nu sunt tautologii, pe cand vy V —vy este tautologie.

0
(20) Aritati cd pentru orice ¢, 1, x € Form, avem:

(i) vEe—

(i) (p=V)A W = X)Fe—=X;
(i) ¢ = (¥ = x) ~ (e AY) = Xx;
(iv) @V (pAth) ~
(V) oA = x~ (= x)V (¥ = X);

) F

(vi) E—p = (¢ = (¥ < @)).

Demonstratie: Vom folosi in demonstratii urmatoarele: pentru orice a,b € {0,1},

a—=b=1 < a<h,

1—a=a, a—>1=1
0—=a=1, a—0="a
1Aa=a, OAa=0,
1Va=1, OVa=a.

(i) Fiee:V — {0,1} cu f.(v) = 1. Vrem sa aratam ca f (¢ — ¢) = 1. Dar:
Jelg = ¥) = felp) = fe() = felp) > 1=1.
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(i)

(iii)

Fiee:V —{0,1} cu fo((¢ = ¥) A (¥ — x)) = 1. Vrem sa aratam ca f.(¢ — x) = 1.
Avem ca
L= fe((e = ) A (¥ = X)) = (felp) = fe()) A (fe() = fe(X)),

de unde tragem concluzia ca f.(¢) = fe(¢¥) = 1 si fo(¢¥) = fe(x) = 1. Prin urmare,
fe(p) < fe(¥) si fe(¥) < fe(x). Obtinem atunci, din tranzitivitatea lui <, ca f.(p) <
fe(x). Asadar,

felp = x) = felp) = fe(x) = 1.

Fie e : V' — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie si demonstram ca
fe(p = (¥ — x) = 1 daca gi numai daca f.(p A — x) =1,

ceea ce este echivalent cu a arata ca f.(o — (¥ = x)) = fe(p A — x).

Metoda 1: Ne folosim de urmatorul tabel:

felo) fe(@) [0 [ (@ = x) [ felp = (¥ = X)) | fe(lp AY) | felp A = X)
1 1 1 1 1 1 1
1 1 0 0 0 1 0
1 0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1
0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1

Metoda 2: Rationam direct. Observam ca

felo= W= X)) = felo) = (f(¥) = fe(x)),
feloNy = x) = fel@) A fe() = fe(x)-

Avem cazurile:

(a) fe(p)=0. Atunci

fe(p) = (fe(¥) = fo(X)) = 0= (fe(¢) = fe(x)) =1,
Je(@) A fe(¥) = fe(X) = OA fe(¥) = fex) = 0= fe(x) = 1.

(b) fe(e) = 1. Atunci

fe(p) = (fe(®) = fo(X)) = 1= (fe(¢) = fe(X)) = fe(¥) = fe(X),
Je(@) N fe() = fe(X) = LA fe(¥) = fe(x) = fe(¥) = fe(x)-
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(iv) Fie e: V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie sa demonstram ca

feloV (0AY) = felp), decica fe(@)V (fe(@) A fe(¥)) = fe(p).

Avem cazurile:

(a) f.(¢)=1. Atunci
fe(@)V (fe(@) A fe(¥)) =1V (LA fe()) =1V fo(i) = 1.
(b) f.(¢) = 0. Atunci
Jel@)V (Je(@) A fe()) =0V (OA fe(¢)) =0V 0 =0.

(v) Fiee:V — {0,1} o evaluare arbitrara. Trebuie s& demonstram ca

fele AN = x) = fe((o = x) V(¥ = X)),

deci ca
(fe(@) A fe()) = fe(X) = (fe(p) = fe(X)) V (fe(¥) = fe(X))-

Avem cazurile:

(a) fe(y) = fe(¢) = 1. Atunci

(fe(@) A fe()) = fe(X)
(fele) = fe (X)) V (fe(¥) = fe(X))

1= fe(x) = fe(x),
(1= fe)) V(A= fe(x))
fe(X) \ fe(X) = fe(X)'

(b) fe(¢) = 0. Atunci
(fe(@) A fe() = fe(X)

(OA fe(¥)) = fe(x)

0= fe(x) =1,

(0= feO))V (fe(¥) = fe( )
LV (fe(¥) = f(X) =

(felp) = fe(X)) V (fe(¥) = fe(X))

(¢) fe(x) = 0. Similar cu cazul precedent.

(vi) Fiee: V — {0, 1} o evaluare arbitrara.

fe(mo = (¢ = (¥ < ¢))) = 2felp) = (2fe(¥) & (fe(¥) = fe(0))).

Avem cazurile:
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(a) fe(p)=1. Atunci =f.(¢) = 0 si, prin urmare,

~fe() = (2Le(¥) & (Je(¥) = [e(9) = 0= (2/e(¥) & (fe() = [e(#)))
=1

(b) fe(¢) =0. Atunci

~fe(p) = (2fe(¥) & (Je(¥) = fe(9)) = 20 = (=~ fe(¥) & (fe(¥) = 0))
)
)

) —
=1= (0fe(¥) & (fe(v¥) = 0))
:_'fe<w) (fe(w) -0

- _'fe(w) « _'fe(l/})
=1.

(21) Sa se arate ca

{'Uo, —vg VU1 V ’U2} = <U3 — ’UQ) V <_|U1 — U2)

Demonstratie:

Fiee : V — {0,1} cu e F {vg,—vg V v1 V va}. Atunci fe(vg) = 1 (deci e(vg) = 1) si
fe(—=vg V vy Vug) = 1. Asadar,

1 = =e(vg) Ve(v)Ve(vy) ==1Ve(v)Ve(vy) =0Ve(v)Ve(vy) =e(vy) Ve(v).
Conform definitiei lui Vv, avem ca vy V v9 = —w; — v, deci
et (=vy — vg) = e (v1 Vug) = e(v1) Ve(vg) = 1.
Prin urmare,
et ((vg = v2) V (mvp = v3)) = et (v3 = vo) Ve (mu; = vg) =et(vg > o) V1=1,
adica e E (v3 — v2) V (—v; — v2). O
(22) Fie 'U{p, ¥} C Form. Sa se demonstreze:
(i) DacaT'F o 5i I' E ¢ — 9, atunci ' E 9.

(ii) T U{¢} F 9 daca si numai daca I' E ¢ — 1.
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(iii)

I'E o Ay daca si numai daca I'F p gi I' F 9.

Demonstratie:

(1)

(iii)

(23)

Fie e un model al lui I'. Vrem sa aratam ca e este model al lui ¢». Cum I' F ¢ si
F'Ep =y, avem ek pgieE o — 1. Atunci et (p) = 1 si eT(p — ¥) = 1. Deoarece
et(p = ) =ef(p) = e (¥) =1 = et () = et (¥), rezulta ca et (¢) = 1, adica
e F .

“=" Fie e un model al lui I". Vrem sa aratam ca e este model al lui ¢ — . Avem
doua cazuri:

(a) et (p) =0. Atunci et (p — ) =0—= et (¢p) = 1, deci e F ¢ — 1.

(b) et(¢) =1, deci e E . Atunci e E T'U{p}, si prin urmare, e F 1), adica et () = 1.
Rezulta ca et (p = ¢) =1 1=1,decieE ¢ — .

“<” Fie e un model al lui I' U {¢}. Atunci e™(p) = 1 gi e F T', deci, din ipoteza,
et (p — 1) = 1. Obtinem atunci, ca la (i), ca e™(¢)) = 1, adica e F 1.

['E @ A1 <= pentru orice model e al lui T, avem et (o A ) =1 <= pentru orice
model e al lui ', avem e (p) = e*(¢)) = 1 <= pentru orice model e al lui T', avem
eFpsieFyY) <= TFepglFy.

O

(Metoda reducerii la absurd)

Sa se arate ca pentru orice multime de formule I' gi orice formule ¢, ¥,

TU{-v}k=(p—=p) = Tk

Demonstratie:
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Avem

(1) Tu{-v} F-=(p—p) Ipoteza

(2) L' F=¢Y—=(p— ) Teorema deductiei
(3) I' E(0 = =(p—=9) = (= 9) =) (A3)

(4) [ Flo—=9) =9 (MP): (2), (3)

(5) I' Fp—ep

(6) I+ (MP): (4), (5).

(24) Sa se arate ca pentru orice formule ¢, 1,
(i) {, ¥} Fo;

(i) F ¢ = (¥ = ¢);

(iil) F =@ — ¢;
)

(iV + © — TTP.

Demonstratie: Demonstram (i):

(1) FoY = (o = ) (A1)

(2) {-v} F-p—— Teorema deductiei

3)  {} Flop—= =)= @ —¢) (A3)

4) {} Fy—=o (MP): (2), (3)

(5) {Y,v} Fo Teorema deductiei.
Punctul (ii) se obtine din (i) aplicand de doua ori Teorema deductiei:

(D) {y, =~} ko (24).(i)

(2) {-v} F¢Y—op Teorema deductiei

(3) =1 — (v — x) Teorema deductiei.

Demonstram in continuare (iii).
(1) A=p. 0} Falp =) (1)

(2) {=¢} Fo (1) si (23)

(3) F—==¢ — . Teorema deductiei.
Demonstram (iv):

(1) F—==—p— - (iii) cu @:=-p

(2) F (e = 2p) = (9= =) (A3)

B) Fe—=-p (MP): (1), (2).
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(25) (“Reciproca” axiomei 3)
Sa se arate ca pentru orice formule @, 1),

F (=) = (¢ — —p).

Demonstratie:
(D) A=Y, 0,79} Fp—
(2) {90 — @Z’, ﬂ?, _'_'90} H _'¢
3) {e =Y, 0, e} Fomp
4) {e—=, ", =9} F-mp = (24).(iii)
(5) A=Y, b, =9} ko (MP): (3), (4)
6) A{p—= v, b, —p} Fo (MP): (1), (5)
(1) {e =¥, =, =m0} F = (b= =(p— ) (24).(ii)
8) Hp =¥, b, ¢} FoY—(p—p) (MP): (2), (7)
9) A=, 7=p} (e =) (MP): (6), (8)
(10) {p—=v, ) F-p (9) si (23)
(11) {p =0} F—Y— - Teorema deductiei
(12) F(p—= ) = (- — —p) Teorema deductiei.

]

(26) Sa se aduca urmatoarele formule la cele doua forme normale prin transformari sintactice:
(1) ((’Uo — U1> N 'U1> — Vp;

(i) (v1 V —wyg) = (v — v3).

Demonstratie:
(i) Avem:

((vg = v1) Avy) = vy ~ =((—ve Vur) Avy) Vg (inlocuirea implicatiei)
~ (= V) V —wy Vg (de Morgan)
~ (m=wg A —w1) V 1 Vv (de Morgan)
~ (vg A —v1) V =01 V g, (reducerea dublei negatii)
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iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:

(vo A1) V =1 Vug ~ ((vo V —01) A (mog V=) Vg (distributivitate)
~ (vg V=1 Vug) A (—wp V= V)  (distributivitate)
~ (v V =w1) A (—v1 V 1), (idempotenta)

iar ultima formula este in FNC. De asemenea, ultima formula este echivalenta si cu:
vy V 7wy,
care este gi in FND, gi in FNC.
(ii) Avem:

(v1 V —wy) = (mvg = v3) ~ =(v1 V —y) V (=09 Vug)  (inlocuirea implicatiilor)

~ =(vy V —vy) V ug V ug (reducerea dublei negatii)
~ (mvg A ==wy) Vug V oy (de Morgan)
~ (=01 Avyg) V ug Vv, (reducerea dublei negatii)

iar ultima formula este in FND. Mai departe, obtinem:
(=01 Avg) Vg Vg~ ((—v1 Vug) A(vgVas)) Vs (distributivitate)
~ (=01 Vug Vug) A (vg Vvg Vug), (distributivitate)

iar ultima formula este in FNC.
O

(27) Sa se aduca formula ¢ = (vg — v1) — vy la cele doua forme normale trecandu-se prin
functia booleana asociata (i.e. metoda tabelului).
Demonstratie:  Alcdtuim tabelul de valori al functiei asociate F, : {0,1}* — {0,1},

precum si a functiei = o Fi,.

Ty T1 To | x> X1 | Fu(xo, x1,22) = (20 = 21) = z2 | " F (20, 1, 22)
1 1 1 1 1 0
1 1 0 1 0 1
1 0 1 0 1 0
1 0 0 0 1 0
0O 1 1 1 1 0
0O 1 O 1 0 1
0O 0 1 1 1 0
0 0 O 1 0 1

24



Obtinem, agadar, uitandu-ne pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui F, si aplicand
rationamentul din demonstratiile Teoremelor 1.75 si 1.77, ca o forma normala disjunctiva a
lui ¢ este:

(UO N U1 A UQ) V ('UQ A -1 A Ug) vV (’UQ A -1 A _'UQ) V (_\Uo VAN N UQ) V ("Uo A —vp A ’Ug),

iar uitandu-ne pe liniile cu 0 de pe coloana valorilor lui F, si aplicand rationamentul din
demonstratiile Teoremelor 1.76 si 1.77, obtinem ca o forma normala conjunctiva a lui ¢ este:

<_|U0 V v V ’UQ) VAN (UQ V = V ’UQ) VAN (Ug VoV ’UQ).

Alternativ, ne putem uita pe liniile cu 1 de pe coloana valorilor lui = o F,, = F., pentru a
obtine (ca mai sus) urmatoarea forma normala disjunctiva a lui —:

(UO N U1 A _|’UQ) V (_|U0 N U1 A _'UQ) V (_|’U0 A\ U1 A _|U2>,

iar, pe urma, aplicand Propozitia 1.71.(ii), obtinem ca o forma normald conjunctiva a lui
¢, si deci a lui ¢, este:

<_\U() V v V Ug) VAN (UQ V v V UQ) VAN (UU VoV ?}2).

(28) Sa se testeze daca urmatoarele multimi de clauze sunt satisfiabile:

(i) {{_'UO’ U1, ﬁ")3}’ {ﬁv% _'Ul}7 {UO’ UQ}v {UO}’ {UQ}’ {03}};
(ii) {{U0>U1}7{_‘01702},{ﬂvo,02,03}}.

Demonstratie:

(i) Presupunem ca am avea un model e al multimii de clauze. Atunci e(vy) = e(vy) =
e(vs) = 1. Cum e F {—wg, vy, w3}, avem ca e(vy) = 1. Dar atunci e # {—wvy, —v1}. Am
obtinut o contradictie. Ramane ca multimea de clauze din enunt este nesatisfiabila.

(ii) Fie evaluarea e : V — {0,1} astfel incat e(vg) = 1, e(v1) = 0, si e(v;) = 1 pentru orice
1 > 2. Atunci e satisface fiecare clauza din multime, deci este model pentru multimea
de clauze. Asadar, multimea de clauze din enunt, este satisfiabila.

]

(29) Sa se determine multimea Res(Cy,Cy) in fiecare din urmatoarele cazuri:
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(i) Cy :={v1,wg,vs5}; Cy i = {vy,v5,06};
(ii) Cy = {v3, 7wy, vs5}; Co i= {03, V1, V6, V4 };

(111) Cl = {’Ul, _\1)3}; CQ = {Ul, _\Ug}.

Demonstratie:

(i) Putem alege doar L := —wy, deci exista un singur rezolvent, anume {vy, vs, vg}.
(ii) Putem rezolva clauzele, pe rand, dupa L := vz §i L := —wy, obtinand agadar

RGS(Cl, 02) = {{ﬂvéla Vs, U1, Vg, ’U4}7 {U?n U5, 7U3, U1, UG}}-

(iii) Nu exista L astfel incat L € Cy si L € Cy, deci Res(Cy, Cy) = 0.

]
(30) Derivati prin rezolutie clauza C' := {vg, 7wy, v3} din multimea
S = {{U07 /04}7 {_'/Ula 2, UU}? {_‘U47 Vo, /Ul}a {_'UOa U3}}'

Demonstratie: Notam:

Cy:= {Uo, U4}

Cy = {_'01, _'U2,U0}

03 = {ﬂfU4, Vo, vl}

Cy = {—wog,v3}

Cs = {vp,v1} (rezolvent al C, Cs3)

Cs = {1, "9, v3} (rezolvent al Cy, C})

C7 = {vg, ~9, v3} (rezolvent al Cs, Cp)
Avem, agadar, ca secventa (Cy,Cs, ..., Cq, C7; = C) este o derivare prin rezolutie a lui C' din
S. ]
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(31) Sa se deriveze prin rezolutie clauza C' := {—wy,v9} din forma clauzala a unei formule
in FNC echivalente semantic cu:

= ((vo A1) = v2) A (Vg — 1)

Demonstratie: Inlocuind implicatiile si aplicand legile de Morgan, obtinem ca:

@ ~ (=(vg Avy) Vug) A (—vg V vy)
~ (_|’U0 V U1 V Ug) A (_|U0 V Ul),

o formula in FNC pe care o notam cu ¢’, a carei forma clauzala este
Sy = {C1 := {~wo, 71,02}, Cy := {—wp, v }}.
Din faptul ca v; € Cy si —v; € 4, avem ca
C = (Cy\ {~v1}) U (Ca\ {v1}) = {0, 02}

este un rezolvent al clauzelor C si Cy. Cum C} si Cy sunt in Sy, avem agadar ca (Cy, Cy, C)
este o derivare prin rezolutie a lui C' din S, forma clauzala a lui ¢', formula in FNC
echivalenta semantic cu . O

(32) Sa se arate, folosind rezolutia, ca formula:

@ = (vg Vug) A (Vg = v1) A =01 A (Vg = vg) A =03 A (Vg — v3)
este nesatisfiabila.
Demonstratie: Inlocuind implicatiile, obtinem ca:

@ ~ (vg V vg) A (mwg Vur) A—wp A (mwg V ug) A =g A (—og V vg),

o formula in FNC pe care o notam cu ¢’. Notand:

Ch = {vo, v}
Cy = {—wy,v1}
Cs = {-v}
Cy = {—wg, v4}
Cs := {—wvs}
Cs := {4, v3}
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se observa ca Sy = {C1, Cy, C3,Cy, C5,Cg}. Notand mai departe:

avem ca secventa (C, Cy, ..
aplicand Teorema 1.93, rezulta ca S,/ este nesatisfiabila. Din Propozitia 1.87, rezulta ca ¢
este nesatisfiabila, deci si ¢, care este echivalenta semantic cu ¢, este nesatisfiabila.

Cr = {—wy}
Cs :={vo}
Cy = {v4}
Cho := {v3}
Cy =0

(rezolvent al Cy, C})
(rezolvent al C, C7)
(rezolvent al Cy, Cg)
(rezolvent al Cg, Cy)
)

(rezolvent al Cs, Cy

.,C11) este o derivare prin rezolutie a lui O din S/, de unde,

(33) Sa se ruleze algoritmul Davis-Putnam pentru intrarea:

{{_'U07 % UQ}) {ﬁv& U1, U4}7 {_',UOa Uy, US}a {ﬁv% U6}7 {_',UEH U6}7 {_'UOa U3}a {UO}a {ﬁvﬁ}}-

Demonstratie:

/

]

Notand multimea de clauze de mai sus cu S, obtinem urmatoarea rulare:
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1:=1

S =8
P1.1. T 1= Uy

Ty = {{wo}}

1Y = {{-wp, ~v1, v2}, {00, ~v4, vs}, {—w0, v3}}
P1.2. Uy == {{—wv1, v}, {—v4, 05}, {vs}}
P1.3. Sy = {{—ws, v1,v4}, {09, v6}, {5, v6}, {—v6}, {1, v}, {—vg, v}, {vs}}
P14 1 :=2; goto P2.1
P2.1. To 1= U1

T) = {{-ws,v1,v4}}

Ty = {{-v1, v}
P2.2. Uy := {{—ws,v4,02}}
P2.3. S3 = {{—w2, v}, {5, v6}, {6}, {7va, v}, {vs}, {03, v4, 02} }
P2.4. 1 :=3; goto P3.1
P3.1. T3 1= U

Ty = {{-v3,vs,02}}

T3 = {{-v, v6}}
P3.2. Us := {{—ws,v4,v6}}
P3.3. Sy = {{—ws,v6}, {6}, {—v4,v5}, {vs}, {—v3, v4,v6}}
P3.4. 1:=4; goto P4.1
P4.1. T4 = U

T! = {{osh)

Ty = {{~wvs,v4,v6}}
P4.2. Uy = {{vs,v6}}
P4.3. Ss = {{—ws, v}, {6}, {04, v5}, {vg, v6}}
P44, 1 :=5; goto P5.1
P5.1. Ty = Uy

T = {{osve}}

73 = {{-vs,v5}}
P5.2. Us .= {{vs,v6}}
P5.3. Se = {{—ws,v6}, {6}, {vs,v6}}
P5.4. 1 := 6; goto P6.1
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P6.1.

P6.2.
P6.3.
P6.4.
PT7.1.

PT7.2.
P7.3.
P74.

Ty = {{vs, vs}}
1§ = {{-vs, v6}}
Us == {{ve}}
S = {{~we}, {ve}}
1:=1T7; goto P7.1
77 = {{ve}}
77 = {{-ws}}
U, .= {O}
Sy = {0}
[J € Sg = S este nesatisfiabila.
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